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EXERCICE 1 (6 points)
Commun a tous les candidats

Soit f la fonction définie sur I’intervalle |0 ; +oo[ par f(x) = Inx.

Pour tout réel a strictement positif, on définit sur |0 ; +oo[ la fonction g, par g,(x) = ax?.

On note € la courbe représentative de la fonction f et [, celle de la fonction g, dans un repére du
plan. Le but de I’exercice est d’étudier ’intersection des courbes € et I, suivant les valeurs du réel
strictement positif a.

Partie A
On a construit en annexe 1 (a rendre avec la copie) les courbes €', Tyos5, To1, 019 €t Toq -
1. Nommer les différentes courbes sur le graphique. Aucune justification n’est demandée.
2. Utiliser le graphique pour émettre une conjecture sur le nombre de points d’intersection de
€ et I, suivant les valeurs (a préciser) du réel a.

Partie B
Pour un réel a strictement positif, on considére la fonction h, définie sur I’intervalle |0 ; +oo[ par

hy(x) = Inx — ax?.

1. Justifier que x est I’abscisse d’un point M appartenant a ’intersection de € et I}, si et
seulement si h,(x) = 0.
2. a. On admet que la fonction h, est dérivable sur |0 ; +oo[, et on note h;, la dérivée de la
fonction h, sur cet intervalle.
Le tableau de variation de la fonction h, est donné ci-dessous.

Justifier, par le calcul, le signe de h; (x) pour x appartenant a |0 ; +ool.

1
X 0 E + oo
hg (%) + 0 —
—1 = In(2a)
2
ha(x) / \
—

b. Rappeler la limite de lnTX en + co. En déduire la limite de la fonction h, en + c.

On ne demande pas de justifier la limite de h, en 0.

3. Dans cette question et uniquement dans cette question, on suppose que a = 0,1.

a. Justifier que, dans D’intervalle , I’équation hyq(x) = 0 admet une unique

|o: ]
solution.

On admet que cette équation a aussi une seule solution dans I’intervalle ]\/%; +00[.

b. Quel est le nombre de points d’intersection de € et I ; ?

. . . 1
4. Dans cette question et uniquement dans cette question, on suppose que a = 2o

a. Déterminer la valeur du maximum de h1.
2e

b. En déduire le nombre de points d’intersection des courbes € et I'1 . Justifier.
2e

5. Quelles sont les valeurs de a pour lesquelles € et I';, n’ont aucun point d’intersection ?
Justifier.
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EXERCICE 2 (5 points)
Commun a tous les candidats
La partie C peut étre traitée indépendamment des parties A et B.
Partie A

On considere une variable aléatoire X qui suit la loi exponentielle de paramétre A avec 4 > 0.

On rappelle que, pour tout réel a strictement positif,
a
P(X<a)= j le Mt
0
On se propose de calculer 1’espérance mathématique de X, notée E(X), et définie par

X
E(X) = lim | Ate *dt.

xX—>+00 0

On note R I’ensemble des nombres réels.

On admet que la fonction F définie sur R par F(t) = — (t + %) e~ est une primitive sur R de la
fonction f définie sur R par f(t) = Ate .
1. Soit x un nombre réel strictement positif. Vérifier que
fxite_’“dt = %(—Axe"lx —e ™™ +1).
0

1

2. En déduire que E(X) = >

Partie B

La durée de vie, exprimée en années, d’un composant ¢électronique peut étre modélisée par une
variable aléatoire notée X suivant la loi exponentielle de paramétre A avec 4 > 0.

La courbe de la fonction densité associée est représentée en annexe 2.

1. Sur le graphique de I’annexe 2 (a rendre avec la copie) :
a. Représenter la probabilité P(X < 1).
b. Indiquer ou se lit directement la valeur de A.

2. On suppose que E(X) = 2.
a. Que représente dans le cadre de I’exercice la valeur de I’espérance mathématique de la
variable aléatoire X ?

b. Calculer la valeur de A.

¢. Calculer P(X < 2). On donnera la valeur exacte puis la valeur arrondie a 0,01 prés.
Interpréter ce résultat.

d. Sachant que le composant a déja fonctionné une année, quelle est la probabilité que sa
durée de vie totale soit d’au moins trois années ? On donnera la valeur exacte.
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Partie C

Un circuit électronique est composé de deux composants identiques numérotés 1 et 2.

On note D; I’événement « le composant 1 est défaillant avant un an » et on note D, 1’événement
« le composant 2 est défaillant avant un an ».

On suppose que les deux événements D, et D, sont indépendants et que P(D;) = P(D,) = 0,39.
Deux montages possibles sont envisagés, présentés ci-dessous :

1
1 2
2
Circuit en parallele A Circuit en série B

1. Lorsque les deux composants sont montés « en paralléle », le circuit A est défaillant
uniquement si les deux composants sont défaillants en méme temps. Calculer la probabilité
que le circuit A soit défaillant avant un an.

2. Lorsque les deux composants sont montés « en série », le circuit B est défaillant dés que 1’'un
au moins des deux composants est défaillant. Calculer la probabilité que le circuit B soit
défaillant avant un an.
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EXERCICE 4 (5 points)
Candidats n’ayant pas suivi I’enseignement de spécialité
Partie A

On considere 1’algorithme suivant :

Variables :  k et p sont des entiers naturels
u est un réel
Entrée : Demander la valeur de p
Traitement : Affecter a u la valeur 5
Pour k variantde 1 a p
Affecter a u la valeur 0,5u + 0,5(k — 1) — 1,5
Fin de pour

Sortie : Afficher u

Faire fonctionner cet algorithme pour p = 2 en indiquant les valeurs des variables a chaque étape.
Quel nombre obtient-on en sortie ?

Partie B
Soit (u,) la suite définie par son premier terme u, = 5 et, pour tout entier naturel »n par
Upe1 = 0,5u, +0,5n — 1,5.

1. Modifier I’algorithme de la premiere partie pour obtenir en sortie toutes les valeurs de u,
pour n variantde 1 a p.

2. A l’aide de I’algorithme modifié, aprés avoir saisi p = 4, on obtient les résultats suivants :

n 1 2 3 4

Uy, 1 -0,5 —0,75 —0,375

Peut-on affirmer, a partir de ces résultats, que la suite (u,,) est décroissante ? Justifier.

3. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 3, u, 1 > u,.
Que peut-on en déduire quant au sens de variation de la suite (u,) ?

4. Soit (v,) la suite définie pour tout entier naturel n par v, = 0,1u,, — 0,1n + 0,5.

Démontrer que la suite (v,,) est géométrique de raison 0,5 et exprimer alors v, en fonction
de n.

5. En déduire que, pour tout entier naturel #,
u, =10x0,5" + n—5.

6. Déterminer alors la limite de la suite (u,,).
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Parrie. ®

@) Detetminons e com portement o~ Vinjini de la suite (lzn\)/

qoane.'. Zo st un el shictement ne’sqt{ﬁ

Nous avons: Zn,d =2 +l20) avec: NE W €*2o€]-°°,°£~
7

NoYons que : comne. Zo €1-,0[ et zeER ) |20l = - 2o .
Ayony fecouls a une dmonsiadion Qaf frecufrenca. .

Nous allohs modlter qua_: o7 Zo€ [-m0[ , VneiN™ zq =0,

Takalisatrog.

« Z3 = Zo + | zol 2= £ = Zo ~®as ==» Zd_:O) vrar ,
" 4

[ 4 zx :OJ qu‘.o

ameE—

« £ = 24..4-\21.\ =7 Z3 = Z4 —~24
4 y

Hefe'dvle’s  Supposons que pour fauk enher naturel non vl »,)

Za =0 et monkrons qu'alorb- <nad =0,

Supposons s Zn=o@.),
@.\ =2 2+ lZal=0

—_—> 2Z04+ P
E——————

L
=2 204 =0.

=0

Coaclusion: Vn & N"" , Novs avoflS: Zg =0,

Dany cey coadrtionsy : i |zal=o0.
—74+00



Autolgl: la suile C\zo\) esk convergeike, el converge.
vefs le pointk Oc¢o),

@ Determnons e com portement o l’ii&ni de la swite lzn\)/

quafd 2o est un (el slhirctement poar&kffg

Nous avons: Zasd = 20+ \Zn) , avec . nEN et Zo &€ Jo,+00[ .
L

Notony que: comme. zo€]0,#0[ ek 20€R | |2al = Zo.
Ryons (Qcours a uhe. damonsfrqhon par recuffedea.,

wa a“m-, mon"(gr qoa, : Sy Zoé. 1OJ+<”E)V“6IN) 2 :an )

Tavalirvahon:

Viar | (eﬂ posant: zo=x>

S——

. Zo= 2 m> Zo=2X
L°

L 24z Zo4lzol s za z XX => Fi 2 X 0UZ2=do VM,
0 4 22 9t T

Helredrtel: Suposads que pour toul enker Naturel N

Za= Zo et monkons qualom : Zpyd = Zo |
zh 2“*1

Supposons: Za = 5’@7.

Q) =» Z0 +1z2a) = 2o + Zo

20 3%

== Za+lzl _ a4 Zc)
m '




Coacluaon: Vn&\‘\l) Nouy avonsS: Zp= Z_g .
20

Dany @9 conarbvons: IiM \ Za | = I'm Zo
O—7400 N=-724<0 2 n

= lim  Zo
N~-7400 20

=0,
Au total: la v re. < |zal) est convergente ek Converge_

Jers le point OCo).

@)@ @uelle conjechure 6i Zo nest pas vn el |

Nouo avone: lzal 24 |z, \ é(g_-)")zn_’\ L ... & (%)n | 2o\ .

DoG: Iim < | 9
D N->c0 |zn) < kT—;m (i‘) | 2ol -

. 0
ore tm (4=l =, con F€Tol]

Ay foral, comme |zal 70 |‘;":_17+°° | zal =0 (conjecture).

@ TDemontrons la Conjectre, et colclvons:

(\3009 (ecoufe a une deimonsiratron par Reyrrenca..

Novy allons MoOlrer que.: SvZo nést pas un re’e\/\lne\\l/
f
‘20‘ é(%) | Zzo\.

Toitialivation :

- lzel £ (ﬁ-)c' \z) ! Vrai car: |zol ¢ | zo|.

- lza] 4 (’3’,:)4 | =\ 7



|zal = \ Zo:l- |2°‘l =7 |zl = %" | Zo + 120l

= |zl £ & (1zel + Nzolt)
=> |zal éf*- ( |ZO|+-|Zol)

=> |zal £ i— B

= lz4) £ (2)" 1 =], done viai,

Helfedite’s Gupposars que povur fout entier nahurel 0, |20\$(§)qlze\

er montrono qu'alem | Zava) £ ({_)nu | zo|.

SUPPOSRD- |=zal £ (’i—)“ |zol @).

@) => 2Zn+ IZnl £ 2n+(3:)“lzo|

=» za+lzal ¢ Zn+(/;,‘_-)n EX
H Y

::"7\2_“-\-‘26\ \ < \Zn+ (i‘)nlia‘
8 "

c> \zaee| 2 £ (lzal 2 (£))=e) )
=2 \Zn-rd\ £ fl' ( (i)q | 2o | +(ﬁ')n lzal)

=7 \2(\&1\ £ (i‘)n'd \Zol.

Coanclvmon: \/né)}\]) AOouy avons: \Zn\é(&-)n\z,,\.

fotoral : « o4 \=al £ (ﬂr)“ \zol



» \im (4‘) ‘Zo =9o

N\ =7 400 J

dapeb le theordme. des gendarMes  Nous powvons
/

alofe a yemer q\)e.: \-lﬂ ‘zﬂl =0
N —24CO .

TDano ces condibions: la suite Q\zn\) est conver gefite ef
converge vers le ponr OCo),
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