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SAVOIR

[A]Unité d’aire
Dans un repére orthogonal (O; Oi, Oj), I’unité d’aire (u.a.), est I’aire du rectangle
(OiAj) avec A(L, 1).

»
»

v
>

Primitive de f

Soit f une fonction continue sur un intervalle 1.
On appelle primitive de f sur | toute fonction F dérivable sur | telleque: F' = f.
« Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle 1, qui admet une pri-
mitive G sur I. Alors, f admet une infinité de primitives sur | et toute pri-
mitive F de f sur | est: F(X) = G(X)+c,c e /.
* Pour x,, ety, fixés, il existe une unique primitive F de f avec: F(x,) = y,.

« Toute fonction continue sur un intervalle | admet des primitives.



Savoir

Intégrale d’une fonction continue

« Soit f une fonction continue et positive sur [a, b] et ¢ sa courbe représenta-
. \ = =
tive dans le repére orthogonal (O; Oi, Oj).
L’intégrale de "a” a "b” de f estl’aire 2 du domaine situé sous la courbe ¢ :

b
a= ja f(x)dx.

« Soit f une fonction continue sur [a, b], soit F une primitive de f :

(o]
[ fo0dx = [Fe01; = Fb) - Fa).

a

| D] Valeur moyenne

Pour toute fonction f continue sur | = [a, b], la valeur moyenne de f sur [a, b] est

, 1P
leréel m telque: m = T Ia f(x)dx.

| E| Propriétés de I'intégrale

@. Si f est intégrable sur [—a, a] et si f est une fonction paire (f(—x) = f(x))

alors : ja f(x)dx = ZJ'af(x)dx .
—-a 0

@).Si f estintégrable sur [-a, a] etsi f estune fonction impaire (f(—x) = —f(x))

a
alors :I f(x)dx = 0.
-a



Savoir

@). Si f est intégrable sur un intervalle [a,b] avec a<b, alors :

b a
Jaf(x)dx = —Ibf(x)dx.

a
@ . Nous avons : J f(x)dx = 0
a
(. Si f estintégrable sur un intervalle [a, b] avec a<b, alors :
o b b
j f(x)dx+j f(x)dx = j f(x)dx, ¢ e [a, b].
a c a

C’est ce qu’on appelle la relation de CHASLES.

(®.Si f et g sont intégrables sur un intervalle [a, b] avec a<b, alors :
b b b
I [f(x) +g(x)]dx = I f(x)dx+f g(x)dx.
a a a
(). Si f est intégrable sur un intervalle [a, b] avec a<b, alors :
b b
j Af(x)dx = xj f(x)dx, V2 € R.
a a
(®. Si f et g sont intégrables sur un intervalle [a, b] avec a<b, alors :
b b b
f (Af+ pg)(x)dx = xj f(x)dx + “_[ gx)dx, VA et p e K.
a a a
(@. Soient f et g intégrables sur un intervalle [a, b] avec a<b ;
b b
on suppose : Vx € [a, b] si f(x) <g(x), alorsj f(x)dxgj g(x)dx.
a a

@0. Si f est intégrable sur un intervalle [a, b] avec a<b, alors :

b
f(x)20:>j f(x)dx>0.
a



Savoir

| F|Tableau des différentes primitives

Tableau 1:
K K- X R
n n+1 - Ksin>0
X X
n+1 +]—o0,0[ ou ]JO, +oo[ si n<-1
(n#0etn=-1)
1 2./x 10, +oo[
Jx
1 -1 *
2 X R
X
(x#0)
X X R
€ e
1 In(x) 10, +oo|
X
sin(x) —C0s(X) R
COS(X) sin(x) R
In(x) xIn(x) - X 10, +oof




Savoir

Tableau 2:
f F Conditions
K-u' K-u -
u' +v' u+v -
-l n+1 = Sin<-1
u’-u u
n+1 * U nes'annule passur |

(n#0etn=-1)

u” 2./u u strictement positive sur |
Ju
u’ In(u) u strictement positive sur |
u
u’ -1 uz0surl
2 u
u
(ne AN,n>2)
,u u -
u'e e
sin(ax + b) -1 -

— b
- cos(ax + b)

cos(ax+b) | 1 sin(ax + b) )
a

Avec :

= U etV dérivables sur |

ma,beRetaz0
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TRAINING 1

Training 1

Déterminer une primitive F sur / de la fonction f dans les cas suivants :

[y

10

11

12

13

f(x) = 3 avec | = R.
f(x) = 7x avec | = A.

f(x) = 3x°+7x+3 avec | = A.

f(x) = %+1o avec | =10, +oo[ .

f(x) = %+7x+10 avec | = R .

X

f(x) = 3./x +21x avec [0, +oo].

2

f(x) = xe* avec | = R.
2
f(x) = exe™ 1 avec 1 = R.
f(x) = 2e(3x_2);; avec | = R.
f(x) = gx avec | = A.
2X"+4
f(x) = 2x+1 avec | = R.
X +X+3
f(x) = 3% avec | =]-1,1[.
2
1-x
f(x) = 4 , avec | :]%,+oo[.
(2x-1)



Training 1

CORRECTION

1 Calculons une primitive de f sur &:

f(x) =3etl =R
D’ou : f est continue sur | = A, elle admet donc une primitive sur & cad une fonc-
tion F dérivable sur & avec F' = f.

Ici : |[F(x) = 3x]|etnous avons bien F'(x) = 3.

2 Calculons une primitive de f sur /:

f(x) = 7Txetl = K.

D’ou : f est continue sur I = A2, elle admet donc une primitive sur & cad une fonc-
tion F dérivable sur A avec F' = f.

Ici : |F(x) = gxz et nous avons bien F'(x) = 7x.

3 Calculons une primitive de f sur &:

fx) = 3>+ 7x+3 et | = R,
D’ou : f est continue sur I = A2, elle admet donc une primitive sur /& cad une fonc-
tion F dérivable sur & avec F' = f.

Ici: |F(x) = x4 gxz + 3x| et nous avons bien F'(x) = 3x%+7x+3.

4 Calculons une primitive de f sur ]0, +oo[:
f(x) = %+10 et 1 =10, +oof .

D’ou: f est continue sur 1 =]0, +oo[ , elle admet donc une primitive sur ]0, +oo[ cad
une fonction F dérivable sur ]0, +o[ avec F’' = f.

Ici |F(x) = In(x) + 10x‘ et nous avons bien F'(x) = % +10.

*
5 Calculons une primitive de f sur /& :
f(x) = lz+7x+1o etl = R .
X

10



Training 1

* *
D’ou: f estcontinuesur | = A , elle admet donc une primitive sur & cad une fonc-

tion F dérivable sur R* avec F' = f.

Ici : |F(x) = _;l + %xz + 10x| et nous avons bien F'(x) = —15 +7x+10.

X

6 Calculons une primitive de f sur [0, +oo[:

f(x) = 3/X+21x et | = [0, +oof.

D’ou : f est continue sur | = [0, +oo[, elle admet donc une primitive sur
10, +oo[ cad une fonction F dérivable sur [0, +oo[ avec F’ = f.

Ici : |F(x) = 2x¥% 4 %xz et nous avons bien F’'(x) = 3./x + 21x.

7 Calculons une primitive de f sur /:

2
f(x) = xe* etl = R.
D’ou : f est continue sur I = A2, elle admet donc une primitive sur /& cad une fonc-
tion F dérivable sur & avec F' = f.

2

2
Ici: |F(x) = %ex et nous avons bien F'(x) = xe® . (u’eu)

8 Calculons une primitive de f sur /#:

*+1)
f(x) = 6xe avec | = .
D’ou : f est continue sur | = /&, elle admet donc une primitive sur & cad une fonc-
tion F dérivable sur & avec F' = f.
2 2
lci:|F(x) = 3 e *Y |et nous avons bien F'(x) = 6xe™ *1) . (ure")

9 Calculons une primitive de f sur &:

f(x) = 2% avec | = R.

D’ou : f est continue sur I = /2, elle admet donc une primitive sur & cad une fonc-
tion F dérivable sur & avec F' = f.

o(3%-2)

Ici: |F(x) = % 3~ et nous avons bien F'(x) =2 : (u'eu)

11



Training 1

10 Calculons une primitive de f sur /:

f(x) = gx avec | = R.
2x"+4
D’ou : f est continue sur I = A2, elle admet donc une primitive sur /& cad une fonc-

tion F dérivable sur /£ avec F' = f.

Ici: |F(x) = In(2x2+4) et nous avons bien F'(x) = Ax (u_)

2x% 14 Y
11 Calculons une primitive de f sur A:
f(x) = _2x+1 avec | = R.
X"+X+3
D’ou : f est continue sur | = /&, elle admet donc une primitive sur & cad une fonc-
tion F dérivable sur & avec F' = f.
Ici : |F(x) = In(x2 + X + 3) | et nous avons bien F'(x) = 22><_+1 (9-')
X +x+3 U

12 Calculons une primitive de f sur ]-1, 1[:

8x
1-x
D’ou: f estcontinue sur | =]—1, 1[, elle admet donc une primitive sur -1, 1[ cad
une fonction F dérivable sur 1 -1, 1[ avec F’' = f.

f(x) =

5 avec I=]-11].

Ici : |F(x) = —4In(1—x2) et nous avons bien F'(x) = Bx 5 (UU)
1-x

13 Calculons une primitive de f sur ]%, +oo[ ;

4

(2x-1)*

et =]l,+oo[.

f(x) = >

D’ou : f est continue sur | :]%, +oo[ , elle admet donc une primitive sur ]%, +oo[ cad

une fonction F dérivable sur ]%, +oo[ avec F' = f.

12



Ici:|F(x) = —
3(2x-1)

Déterminer les primitives sur /d

1

f =
Lo 7X+3

sur I = [3,10]

3 f,(x) = 3(7x-1)" sur | = A.

1 2
3

etnousavonsbhien F'(x) =

_4
(2x—1)

es fonctions f suivantes :

3 fi(x) = =5 sur I =]0, +oof.
X

X

CORRECTION

1 Déterminons F1 sur [3,10]:

Training 1

.(u'un avec n =-3)

f, est continue sur I = [3, 10], elle admet donc une primitive sur [3, 10] cad une

fonction F, dérivable sur [3, 10] av

Ici i |Fy(x) = Iﬂh;—+3) (9—)

u

Dans ces conditions toutes les primiti

ecF, =f.

vessur [3,10] de f; sont:

Gi(x) = Fi(x)+c=

Gi(x) = !D-£7—)7(-|-—3-)+C,C€R.

Par exemple nous avons :

6,00 = NIXE3) 4

G, (x) = In57>7<+3)_6,

G, (x) = 'ﬂw + 69 etc...

13



Training 1

2 Déterminons F2 sur A:

f, estcontinue sur I = /A, elle admet donc une primitive sur & cad une fonction F,

derivable sur & avec F', = f,.

Ici ;| Fp(x) = ﬁ(?x—l)G (uu™

Dans ces conditions toutes les primitives sur & de f, sont:

6
G,(X) = Fp(X)+C = |Gy(x) = @(ﬁllm,ceﬁ.

3 Déterminons F3 sur ]0, +oo[:

f, est continue sur | =]0, +oo[, elle admet donc une primitive sur 0, +oo[ cad une

fonction F5 derivable sur 10, +oo[ avec F'5 = f;.

1,1

Ici: |Fa(X) = =\
3
X2

Dans ces conditions toutes les primitives sur ]0, +oo[ de f5 sont:

G3(X) = F3(X) +¢c=|G3(x) = %+%+C,C€R.
X

Pour les fonctions suivantes, démontrer que F est une primitive sur un
intervalle | (a préciser), et déterminer la primitive de f qui s’annule en
X = XO:

71 f(x) = 3xe*, F(x) = 3xe" —3¢e”, x, = 1.

2 f(x) = ex—)—l(, F(x) = eX—In(x), Xg = 3.

14
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30 f(x) = cos(3x+2)+4, F(x) = %sin(3x+2)+4x, Xg = 7.

CORRECTION

1 (@. Démontrons que F est une primitive de f sur I :

| = R.
Ici: f estcontinuesur | = /. Elle admet donc une primitive F dérivable sur / telle
que: F' = f.

vx e K, F'(x) = 3ex+3xex—3eX:>F’(x) = 3xe”.
D’ouonabien: F'(x) = f(x), Vx € R.

Par conséquent, F est une primitive de f sur A.

(b). Déterminons la primitive de f qui s’annuleen x = 1 :
Il s’agit de déterminer c € A telleque: G(1) = 0= F(1)+c = 0.
F(1)+c =0<(3e-3e)+c =0=[c =0].

Au total, la primitive de f qui s’annuleen x = 1 est:|F(x) = 3xe* —3e*|.

2| (3. Démontrons que F est une primitive de f sur I :

I =]0, +oo[ .

Ici : f est continue sur | =]0, +oo[ . Elle admet donc une primitive F dérivable sur
10, +oo[ telleque: F' = f.

vx €10, +oof, F'(X) = ex—%.
D’ouonabien: F'(x) = f(x), Vx €]0, +oo].

Par conséquent, F est une primitive de f sur ]0, +oo].

(b). Déterminons la primitive de f qui s’annule en x = 3:
Il s’agit de déterminer c € A telleque: G(3) = 0= F(3)+c = 0.

F(3)+c = Oc>(e3—ln3)+c =0=>|c = In(3)—e3.

15



Training 1

Au total, la primitive de f qui s’annule en x = 3 est:

F(x) = e* = In(x) + (In(3)—e) |

3| (@). Démontrons que F est une primitive de f sur | :

| = R.

Ici : f estcontinue sur | = /. Elle admet donc une primitive F dérivable sur / telle
que: F' = f.

vx e K, F'(x) = %x3c03(3x+2)+4c>F’(x) = cos(3x+2)+4.

D’ouonabien: F'(x) = f(x), Vx e K.
Par conséquent, F est une primitive de f sur &.

(b). Déterminons la primitive de f qui s’annuleen x = x:
Il s’agit de déterminer ¢ € A telleque: G(n) = 0= F(n)+c = 0.

F(n)+c = o@(“ﬂe’;‘—”hm)m =0

=>|C = —[J—Hin SgHZ +4n]

Au total, la primitive de f quis’annuleen x = w est:

F(x) = %sin(3x+2)+4X—[5iﬂ%}+4n]

16
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10

11

12

13

TRAINING 2

Calculer les intégrales suivantes :

1
l, = j (x + 3)dx.
0
6 »
I, = j (X" +6)dx.
3
2
Iy = j (X—=3)(x—9)dx.
1
1
I, = j (3xl/2—6x)dx.
0

3
lg = IO(@(+X1/3)dx.

0
P
I6_j71x3'
2
_ P
|7_113X2.
2
I =j(x-—1—)dx
8 . i
| = T dx
97 Jox+2
0

6

lio = J eX(eX+3)dx.
3
3

l,, = X|x|dx .

1 J_l

0
Iy, = J'ZA/Il—xldx.
1
li = I_l(XZ—JM)S'JX_ZdX-

Training 2

17



Training 2

2
“ 1, = _[72()(3_3“/)—())(2‘1)(-

1
15 I15=I e(_z“l)dx.
-1

CORRECTION

1 Calculons r'intégrale définie I, :
Nous savons que :

1
l, = J'O(x+3)dx (a)

(@l = j:xdx+j:3dx (b)

2.1

[’52—}0+ ESO)

by,

© =l =

NI~

2 Calculons 'intégrale définie 1, :
Nous savons que :

6
I, = j3(x2+6)dx (@)

6 6
(@) el, = j3x2dx+j36dx (b)

3.6
by, = [Xﬂ; 16x15 (c)

© =l = o]

3 Calculons I'intégrale définie I;:
Nous savons que :

2
Iy = jl(x—S)(x-g)dx (@)

|18
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2 5
(@)l = j (x“—12x +27)dx  (b)
1

2 2 2
() 1y = | xzdx+I (-12x)dx + [ 270x  (c)
1 1 1

3.2

2
© o1y = [%L+ [-6x°]1+[27x15  (d)
(d) =1, = 335 :

4| Calculons l'intégrale définie I, :
Nous savons que :

1
l, = | 3xY2_ex)dx ()
0
1 1 1
(@)el, = j 3x dx+j (=6x)dx  (b)
0 0

by, = 2 20+ 2345 (c)

@=l=1

5 Calculons I'intégrale définie I :
Nous savons que :

lg = IZ(@H“S)dx (a)

3 3
() e lg = joﬁd“jox”dx (b)

3 3
by lg = | (2x)1/2dx+j x3dx (¢

0 0

1/2¢% 1/2 3 13
(c)elg=2 jx dx+jx dx (d)

0 0
()1, = 21/2[2)(3/2} 3+[§x4/3} 3 ©)
> 3 o L4 0

(&)=l = 2.6+ 381,

19
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6 Calculons I'intégrale définie I :
Nous savons que :

0

0
@slg = | x3dx  (b)
-1

(b) < I [‘%X_ZTl (©)

©)=|lg =

NI

7 Calculons I'intégrale définie I, :
Nous savons que :

2 dx
|7 = J‘]-; (a)
2,2
(@)1, = jl—s—dx (b)
-1-2
wen [ L] @
©) =, = % :

8 Calculons I'intégrale définie I:
Nous savons que :

lg = J.Z(X—%)dx (a)

1 X

(@) g = J'ixdx+_[2(—%)dx (b)

1 X
2 2
() 1g = [ xax+ | (—x Y%dx  (¢)
1 1
2_2

©) e lg = [Xﬂl+[_2x“2ﬁ (d)

20



(d)={1g = g_zﬁ .

9 Calculons I'intégrale définie I :
Nous savons que :

I dx
9= x+2 (@)
(a) < g = [Loglx+2]T;  (b)

[Log(]x+2))]g (c)
Log3 — Logz‘.

(b) =1y

() :>‘|9

10 Calculons l'intégrale définie 7, :

Nous savons que :

lio = Jz eX(eX+3)dx (a)

6
(@)l = jg e +3eNdx  (b)

6 6
() lyg = | ezxdx+j 3e¥dx  (c)
3 3

6 6
()=l = EezxLﬂsex]s (d)
112 56 ,3
()=l = ée +§e -3e” |-

11 Calculons l'intégrale définie 1, :
Nous savons que :

3
Iy = I . x|x|dx (@)

0 3
@)1y = J' x(—x)dx+J' x(x)dx  (b)
-1 0

0 3
(b)y=1yy = I —xzdx+J xZdx (c)
-1 0

Training 2

21



Training 2

©=ly = [__Xi:*[gﬁ (@
(d)={1y, = ?3—6

12 Calculons l'intégrale définie 1, :
Nous savons que :

0
1 :j JL-xdx (a)

(@) 1 —j (11-x)""?dx  (b)

(b)y <1y, = j (x_1)1/2dx+j0(1_x)1/2dx (©)

[ (x __1)3/2J [ £(1-x )3/2} (d)

@)=l = —‘5‘ .

© <=l

13 Calculons l'intégrale définie 7,5 :
Nous savons que :

1
o= o J)3x (a)

1/2 2/3

1
@<y = ] 0 = (X) (b)-

1/2 2/3

Or la fonction f(x) = (x —(IxD est une fonction paire, d’ou :

1/2 /3

(b) e ly3 = 2] 0 = (IX) dx (c)

C)elyy = 2J‘O(X2_X1/2) 2/ 3dx (d)

1
()&l = 2J'O(x8/3—x7/6) dx  (e)

|22
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1 1
()& lyg = 2 x8/3dx+2j (—x""®ydx ()
0 0
(ol = ZFXM/ST”[_EXWGT (9)
13711 ool 0
54
l,n = ——|.
(@ =115 143

14 Calculons l'intégrale définie 1., :
Nous savons que :

liy = J‘: =3 x’dx (a)

2
(@)l = : oS =x3 xPdx ()

Or la fonction f(x) = (x3 - xl/s)x2 est une fonction impaire, d’ou :
0=l =9

15 Calculons l'intégrale définie 7, :
Nous savons que :

1
-2x+1
I35 :jl e Vax  (a).

Or la fonction f(x) = e*” 2x+1)

1
[_16(72“1)} (b
2 1

(b)y=l5 = e "+ze

n’est ni une fonction paire, ni une fonction impaire,

d’ol: (a) < I45

23
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TRAINING 3

Une intégrale indéfinie est une intégrale sans borne d’intégration.

Ainsi : jf(x)dx = F(X)+¢, Ce R.

Calculer les intégrales indéfinies suivantes :
11, = j(3x2+9)dx.

2 |2=I(ﬁ<-3%<)dx.
3 |3=j(x—14+10)dx.

4 1, = J‘(A/;H%)dx.
5 15 = [a'dcae R, —{-1}.

-x/a

2 *
6 |6:j(e”a+e Ydx,aeR .

CORRECTION

1. Calculons r'intégrale indéfinie I, :
Nous savons que :

1, = j(3x2+9)dx (a)

(@)l = j3x2dx+j9dx (b)

()1, = [X°1+[9x] (¢)

3 ,
(c)=|l; = X" +9x +c|, ¢ étant une constante.

24
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2 Calculons I'intégrale indéfinie I, :
Nous savons que :

l, = j(ﬁ(-s%()dx ()

(@)1, = j(x1/2_3(2x)1/3)dx (b)

1/3
X

by 1, = jxl/zdx+(—3)21/3j dx  (c)

2.3/2 1/3[3 4/3
©el, = [Sx }L (=3)2 le J (d)
(d)=l, = §x3/2 - ?121/3x4/3 + c|,c étant une constante.

3 Calculons I'intégrale indéfinie I, :
Nous savons que :

I, = j(#uo)dx (a)
X

()&, = j(x‘4+10)dx (b)

(b) < 1y = jx‘4dx+j10dx (c)

(c)e g

[_%xﬂ +[10x] (d)

—%x_3 + 10X + c/|, ¢ étant une constante.

(d) =1,

4 Calculons I'intégrale indéfinie 1, :
Nous savons que :

I, = J'(A/;Hadx (a)
@)l = jﬁ(dx+j§dx (b)

by 1, = le/zdx+j;l(dx (©)

25



Training 3
©el, [§x3/2J+[Log|xl] (d)

3/2
_ 2.3

(d) = + Log|x| + ¢|, ¢ étant une constante.

~
|

5 Calculons I'intégrale indéfinie I :
Nous savons que :

Iy = jaxdx,aeR:_{l} (a)
()< g = IeLogaxdx (b)

(b) < 1 = IeXLogadx (©)

1 xLoga
Ig = | ——
©els =[] @
()=l = Lax+c,cétantune constante.
Loga

6 Calculons I'intégrale indéfinie I :
Nous savons que :

lg = j(eX/a+e‘X/a)dx,a cR  (a)

-2x/a

(a) el = j(ez”a+e +2)dx  (b)

()l = jeZX/adx+Ie‘2X/adx+j2dx (©)

a_2x/a a_-2x/a
el = [2e ]+[—2e }+[2x] (d)
(d)=|lg = geZX/a— ge_ZX/a + 2X + C|, C étant une constante.

26



TRAINING 4

Calculer les intégrales définies suivantes :

3
1 |1= %ﬂdx
2X"+x-3
9 ,[ 2x+1
OA/2x+1
3 |3=I0(1+x2)xdx.
e2
4 |4=j0 3(1 + x3)xdx .
5
5 15 = | J2x—1ox.
1
6 1= [ =2
0./25-3x
1 2
X
7 = [ 2—
I; J‘02+x3dX'
8 ISZJ‘ZL'
1 X(1 + Logx)
1 X
o 1 = [ ——ox.
0(10 - 3e%)
1 X =X
e —e
0 1, = Joex+e‘xdx'
i 1, = [ A1 xd
11-on +x dx.
1 —X X
12 |12=Joe (1+e™)dx.
| =I LO%
13 xLogx

Training 4
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Training 4

CORRECTION

1 Calculons | :

3
X+1/2
= [ 22

2
2 X"+x-3

cf(x) = M@f(x) - l(ur X)

X2 +x—3 22U/
avec: U(x) = X2+X—3 etU'(x) = 2x+1.

D’ou :

= 2.[ U(x)
el = E[In(U(x))]2
<:>|1:%[In(x2+x—3)]3

In(3
:>I1=J2—).

2| Calculons |,:

3
2X+1
'2—.‘- et ) 8

0 ~2x+1
lei : f00) = 2+ L o fx) = (U2
2x+1

avec: U(x) = 2x+1.
Nous pouvons aussi ecrire :

f(x) = %U’(x)x(U(x))l/Z,avec S U'(x) = 2.

3
D’ou: I, = %J’Ou'(x) x (U2

-l _l[UB/T
27203/2 o

1., ,3/2,3
c>|2=§[U ]



Wi

|2=

7J7-1
==

3 Calculons I;:

1
I3 = J'Ox(l + xz)dx.

Ici : f(x) = X(1+x°) < f(x) = %U’(X)X(U(x))l,

avec : U(x)
Dol:ly =
2.1
1[(ng2) }
Sly==
2 2 0

1

& 13 =2U00)To

21
oy = i[(1+x2) T

=

|3=

E- R[]

4 Calculons |,:

Ici : f(x) = 3x3(L+x°) & f(x) = U(x)- (U,

avec: U(x) = 1+x3 et U'(x) = 3x2.

N e’ 1
Dol: 1, = J' U'(x) x (U(x)) dx
1

o1, = [T

2

e
I, = jl 3(1+ x3)xdx..

2_¢?

2

[2x+ 128

= 1+x% et U'(x) = 2x.

1
%jou'(x) x (U(x)) dx

Training 4
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Training 4

2
1 3,2.¢
c>l4=§[(1+x ) 11

12 6
e +2e -3

>\, =
4 2

5 Calculons Ig:
5

l5 = [ J2x=1dx.
1

Ici : f(x) = J2X—1 e f(X) = %U’(x)x(U(x))l/z,
avec: U(x) = 2x-1 etU'(x) = 2.

5
Do g = | %U’(x)x(U(x))l/zdx
1

2. 3/2775
1 UxN)
<l =3
2| 3
2 1

5
S lg=3@x- 1))

6 Calculons Ig:

3
lg = I d_x
0./25 -3x

Ly = LU
25 — 3x 3.JU(x)
avec: U(x) = 25-3x et U'(x) = -3.

3 (x)
L 1 U’ X
Dou:l, = | -= dx
¢ )y 3 /0%

ol = _é[zA/U(x)]Z

Ici: f(x) =

|30



4
i

—g[A/zs . 3x](3)

2
=l = =|.
673

7 Calculons I7 :

1 X2
I, = dx
J‘02+x3
x2 1 U'(x
Ici: f(x) = < f(x ,
™ = ——=100 = 3 5o

avec: U(x) = 2+x3 et U'(x) = 3x2.
1
N 1 U'(x)
Dou:l, = = dx
7 0 3 UX)
L = Linuoo))’
&1y = 5InUe]

ol = %[In[Z +x3]];

> = %In@).

8 Calculons I8 :

2 dx
lg = Jl x(1+ Inx)’
Ii: f(X) = ——— s f(x) = LX)

X(1 + Inx)

avec: U(x) = 1+ Inx et U'(x) = %

2
o FUKX)
DO”"B‘L U(x)dx

e lg = [INUE)

g = [In[1+ Inx]]?

U’

Training 4
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Training 4

:>\|8 = In(1+In2)|.

9 Calculons Ig:

1 X
lg = [ ————dx.
0 (10 -3¢e")
Ici: f(x) = e—zef(x) = —1%,
(10 - 3¢¥) 3lu]

X

avec: U(x) = 10 - 3¢* et U = -
D’ou : .[ 14“

U(X)]
< lg = j de
0 [U(X)]
1r -1
P |9 = _é [U-(;S]o
r 1
Sl = é[10-3ex}o

- _1( _1
9~ 3\10-3 21|

10 Calculons | ,,:

1 X X

e —e
lio = dx .
J-0 ef+e”
Iei : f(x) = & @f()_Jﬁ
¥ re™ U(x)

avec: U(x) = e +e " etU'(x) = e~

D’ol: Iy, = I Ui(x_))dx

Sl = [In(U(x))](J

|32



Training 4

1y = [In[e’+ e

o ,n[e_+e_‘1}
10 — 2 :

11 Calculons |,;:

1
2 3
I11=on x AL+ X dX.

Ici: f(x) = X% x /14X o f(x) = %U'(x)x(U(x))l/z,
avec: U(x) = 1+x° et U'(x) = 3x°.

1
Dol : Iy, = jo %U’(x)(U(x))l/zdx

3721
<l = 1[£—(—LU X }
3 3/2 0
2 33721
<l = 5[(1+x) ]0

4.2

2 2
S, = 222
11 9 9

12 Calculons | ,,:

1
I, = J.Oefx(1+ex)dx.

lci s f(x) = e Y(L+e") = f(x) = um(uﬁg,
avec: U(x) = e et 1
U(x)

1
ol 1 1
Dol Iy, = JOU(X)(1+W))dx
1
oy, = j (U(x) + 1)dx
0

1
<y, = J‘O(efx + 1)dx
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Training 4

X 1
<, = [-e " +X]o

13 Calculons I13:

2
€ 1+ Inx

xInx
. 1+ Inx U’(x
Ici: f(x) = W@f(x) = Ux) "

avec: U(x) = xInx et U'(x) = 1+ Inx.

2
€ U'(x
Dou.l13=j Di(;))dx

e
2

S lyg = [IN(UEO)];

ol = [|n[x|nx]]22

=l = 1+1In2|
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Intérros Lycées

INTERRO. 1

4
1 Soit | = ﬂ.
3 A/x2 +2
(@. Calculer la dérivée de g(x) = X242,

®. En déduire sur [3,4] f',avec f(x) = In(x+ %+ 2).

©. Que vaut alors 1 ?

6Xx -3

4
2 (. Calculer I’intégrale 1 = _[ ( )dx,en mettant | sous la forme :

s vx-1

4
_ b
| = 3'[2 (a+x——_ 1)dx.
(. En déduire la valeur moyenne de f sur [2,4] avec:

6X —3

f(x) = 1

CORRECTION

1 (@. Calculons g’ :
g(x) = x2+2.

Posons: g = ,/g; avec: g;(x) = X212,
g, estdérivable sur & comme fonction polynéme et g,(x) >0, Vx € A.

De plus, la fonction racine est dérivable sur ]0, +o[.

Donc g est dérivable sur &, comme composée, et nous pouvons calculer g’ .

Vxe K,q'(X) =

X
A/x2+2
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Intérros Lycées

. Sur [3,4], déduisons en f':

f(xX) = IN(X+ x> +2).

Posons: f = In(g, +g) avec: g,(x) = X.

g, estdeérivable sur /& comme fonction polyndme et g est dérivable sur /& d’apres a), par
conséquent (g, + @) estdérivable sur & comme somme de 2 fonctions dérivables sur /.
(9, +g) estdonc dérivable sur [3,4].

Deplus: Vx € [3,4] , (g, + 9)(X) >0 et lafonction In est dérivable sur ]0, +ool.

Donc f est dérivable sur [3,4], comme composée, et nous pouvons calculer f ',

1

«/x2+2 '

(©). Déterminons la valeur de | :

| = YJ:(J)(ZL”de.

VX e [3,4], F'(X) =

4
Par conséquent : | = 7[In(x + x2+2)]3
S|l = 7In(4+m) .
3+J1_1

2 (3. Déterminons aetb:

6x-3 _ 3(a+L)
Xx-1 Xx-1

& 6x-3 = 3(a(x-1)+h)
& 2x-1 = ax+(b-a).

. en . a=2 a =
Par identification, nous avons : =
b-a=-1 b =

Calculons alors | :

I = j43(2+)ﬁ)dx.

2
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Intérros Lycées

f(x) = GXX _13 est continue sur [2,4], elle admet donc des primitives sur [2,4] et par

conséquent | existe.

-sf(e+ e

= 3[2x+ In(x - 1)]2

=l = 12+ 3In3|.

(b). Déduisons-en la valeur moyenne de f sur [2,4] :

D’aprés le cours, elle correspond au nombre p tel que : p = . f(x)dx

4-2
Ici, nous avons donc : p = %I =|p = 6+1,5In3.

INTERRO. 2

2

1 Soit f(x) = Lz,avec: 9f = K- {1}.
3(x-1)
@. Déterminer a,b,c € A telsque : VX €]1, +o[, f(X) = a+ b +—
X=1) " (x_1)?

.
(. Calculer alors : | = _[ f(x)dx.
3

(©. En déduire la valeur moyenne de f sur [3,7].

1 n
2Vne/W,Kn=J dx, Vx e A.

0e*+1

@. Calculer K, et K, + K, eten déduire K.
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Intérros Lycées

. Déterminer K, ; +K .
©. En déduire K, et K.

CORRECTION

1 (@. Déterminons a,b,c :

VX €]1, +oo[, nous avons alors :

2

2X S =a+ b +C ;
3(x—1) =D (x-1)
o 2 _ax-1)’+bx-1)+c
3(x-1)° (x—1)°

@%XZ = a(x2+1—2x)+b(X—1)+c.

Par identification, nous avons :

a=2/3 a=2/3
—2a+b =0 =|<b = 4/3|
a-b+c=0 c=2/3

(. Calculons | :
2x2
3(x-1)
[3,7] et par conséquent | existe.

7
I——I dx<:>|=%~J.3(2+(Xf'1)+(x_21)gdx
ol = [2x+4|n(x 1)- —2 ]7

(x=1)13
1= 1. (@+4|n3).
3°\3

Soit f(x) = . fest continue sur [3,7], elle admet donc des primitives sur

3(x 1y

OOI
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Intérros Lycées

(©. Déduisons-en la valeur moyenne de f sur [3,7] :

D’apreés le cours, elle correspond au nombre p tel que : p = f(x)dx

1
7-3

Ici, nous avons donc : p = % | =p = % (%+4In3).

2| (@. Calculons K;, Ko+ K, et déduisons-en K, :

nx
Soit f(x) = f , VX e Vet Vx e K. D’une maniere générale, fest continue sur
e +1

[0.1], elle admet donc des primitives sur [0,1] et par conséquent K existe.

Dans ces conditions, nous pouvons calculer K, et K.

« K —jl dx < K j X)dx, avec :U(x) = e*+1 et U'(x) = €*
to 0e"+1 L U() S

Do : Ky = [In(U(x)]g < Ky = [In(e*+ Do

=K, = In(e+1)—In2=K, = In(e%l).

X

1
-K0+K1=I( 1 +-£ de
o\g"+1 e +1

1
<Ky+Ky = Iodx

1

otk = 1

, K= 1- —1_ e+_1)
Par conséquent : Ky = 1-K; =Ky =1 In( > )|

®. Déterminons K ., + K

(n+1)x+enx
Knpp+Ky = | —————dx
0 e +1
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Intérros Lycées

1 oox(e+1
<:>Kn+1+Kn=j e (X—de
0 e +

1 nx1
n

[e " To

1
nx
oK, +K, = IO edx oK, +K, =

n

e -1
— |

:>Kn+1+Kn =

(©. Déduisons-en K, et K, :

n
s L L e -1
D’une maniére générale nous avons donc : Kn +1 = ( ) - Kn .

Dol:= K, = (e—1)—K1:>K2=(e—1)—|n(‘i1)

2
(n=1)
2 2
- K, = (e 2‘1)_K2:K3=(e—2‘1)_(e_1)+|n(‘%1)-
(n=2)
INTERRO. 3
1 Soit I, = lede avec n e /\/*.
0¥+ x+1

bl X 7 -
Sachantquel’'ona: 1<e” +x<e+1, déterminer un encadrementde I, .

2 Montrer que :

3

<| 1 _gx<1
2

11+x

gl

1/2
.i_j 1 dxs% @).

0 A/1+x2

o
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Intérros Lycées

n
! X

01 +2x +4x

8 Soit I, = dx, ne N.

(@. Déterminer les constantes C,,C, € /& telles que :

VXG[O,l],CIS—-———l-—-—ESCZ.
1+ 2X+4x

®. En déduire un encadrement de I, sur [0,1] et la limite de I, quand n tend

Vers + oo,

CORRECTION

1| Déterminons un encadrement de I, :
D’apres I’énoncé : 1 < efrx<e+1 Q).
(1)©1+1sex+x+13e+1+1

o2<ef+x+1<e+2

<:>"'1—2S";("'1—'—S% (2),
€+2 ix+1

car sur [0,1], tous ces termes sont strictement positifs.

4x" 4x" 4x" n
2) < st—s— (3),car x >0 sur [0,1].
€+ e +x+1
n n n
= Soient les fonctions : g(x) = Ax () = A h(x) = ax_
e+2 X+l 2

g, f et h sont continues sur [0,1], elles admettent donc des primitives sur [0,1] et

1 1 1
par conséquent : j g(x)dx, j f(x)dx etj h(x)dx existent.
0 0 0

= De plus, les fonctions g, f et h sont positives sur [0,1].

= Enfin, les bornes d’intégration sont dans I’ordre croissant.
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Intérros Lycées

Les conditions étant réunies,

= [ (o [ 72w [ (4

(n+1)1 (n+1).1
=[5t {2 [5a]
e+ (n+1) (n+1)Jo

4 <] <2

(n+L)(e+2)" " (n+1)|

2| (@). Montrons (1) :
Vxe[1,3], 1<x<3a1<x°<9
=2<1+x°<10

1 !
<5 (@),

car sur [1,3], tous ces termes sont strictement positifs.

1

1+x
g, feth sontcontinues sur [1,3], elles admettent donc des primitives sur [1,3] et

= Soient les fonctions : g(x) = E f(x) =

-1
2eth(x)_ 5"

3 3 31
par consequent : _[ g(x)dx,j f(x)dx etJ' de existent.
1 1 1

= De plus, les fonctions g, f et h sont positives sur [1,3].

= Enfin, les bornes d’intégration sont dans I’ordre croissant.

Les conditions étant réunies,

(1)©I (10)0'" j( )dX< @dx

3
@%[x]fsjl(l +1X )dx<— XI5
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Intérros Lycées

(®. Montrons (2) :
Vx e [0,1/2], 0<x<1/2<0<x°<1/4

e1<1+x°<5/4
@13A11+x2§§’,avec 1+X2>0,VX€[0,1/2]

2 1

5 A/1+x2

R <1 (29,

car sur [0,1/2], tous ces termes sont strictement positifs.

= Soient les fonctions : g(x) = i, f(x) = 1 eth(x) =1.

5 N1+ x2
g, fethsont continues sur [0,1/2], elles admettent donc des primitives sur [0,1/2]

1/2 1/2
et par conséquent : Jo g(x)dx, Io

1/2
f(x)dx etj h(x)dx existent.
0

= De plus, les fonctions g, f et h sont positives sur [0,1/2].

= Enfin, les bornes d’intégration sont dans I’ordre croissant.

Les conditions étant réunies,

(2')<:>J‘;/2(%)dx£j;/2[ L degj dx

1/2
< % . [x]é/2 SI ( L jdxs [x]cl)/2

3 (3. Déterminons les constantes C,etC,:

Vx e[0,1],0<x<1e0<4x’ <4

S 0<2x+4x°<6
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<:>1£1+2x+4x2£7
@%s-—l—zgl (1),
1+2x+4x

car sur [0,1], tous ces termes sont strictement positifs.

D) eC<—i ——<C. (2).
1 2
1+ 2x +4x

Donc:|C; = %etc2 = 1.

(. Encadrons alors I,, et déterminons limite I, quand n — +oo :

n n
2) < X? <—X " (3), car X" >0 sur [0,1].
1+2x+4x
X X n
= Soient les fonctions : g(x) = =, f(x) = eth(x) = x .
! 1+ 2x + 4x

g, fethsont continues sur [0,1], elles admettent donc des primitives sur [0,1] et par
1 1 1

conséquent:j g(x)dx,J' f(x)dx etI h(x)dx existent.
0 0 0

= De plus, les fonctions g, f et h sont positives sur [0,1].

= Enfin, les bornes d’intégration sont dans I’ordre croissant.

Les conditions étant réunies,
(n+1)-1 1 n (n+1)

1 1
@) Qf[?n+l)JonO 1+2);+4X2dxg[z(n+l)}o

n

1
1 X 1
= < dx < .
7(n+1) ,[0 14 2% + 4%2 (n+1)

Oet Ilim

Ici: lim = =0,
n— +o /(N+1) no +o (N+1)

d’ou, d’apres le théoreme des gendarmes nous pouvons affirmerque:| lim 1, = 0.
n— +oo
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INTERRO. 4

1 Soit f(x) définie sur ]0, +oo[ par: f(x) = 3x% + 7 - 4lnx.

(®@. Montrer que H(x) = xInx—x est une primitive de h(x) = Inx, sur
10, +oo[ .

(. En déduire alors une primitive F de f sur [1;5].

©. Quelle est la primitive G de f quis’annuleen x, = 4?

@. Calculer la valeur moyenne "m” de f sur [1;5].

2
2 Soit J = I (Iz:_t—-‘) - dt, pourquoi peut-on affirmer que : J [1; g] ?
1

2 2
3 Calculer | = _[ (X" +1)dx.
-1

CORRECTION

1 (3. Montrons que H est une primitive de h sur 0, +oo] :
= Soit h(x) = Inx. h est continue sur ]0, +oo[, elle admet donc des primitives sur

10, +oo[ et par conséquent :h(x) = Ih(x)dx existe.

= Ici, H est une primitive de h ssi: ¥x € ]0, +oo[, H'(x) = h(x).

H/(x) = 1x Inx+x><§—1:>H’(x) = Inx.

Donc oui, H est bien une primitive de h sur ]0, +o[.

(®). Déduisons-en une primitive F de f sur [1;5] :
Soit f(x) = 3x° + 7—4Inx. f est continue sur 10, +oo[ donc sur [1;5] , elle admet

donc des primitives sur [1;5] et par conséquent : F(x) = Jf(x)dx existe.

F(x) = I(3x2+7—4lnx)dx =F(x) = x°+11x - 4xInX.
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(©. Déterminons une primitive G de f qui s’annule en Xg =4:

D’une maniére générale, les primitives de f sur ]0, +oo[ et donc sur [1;5] sontde la
forme : G(x) = F(x) + ¢, c étant une constante appartenant a /2.

G(X) = F(X)+ €< G(X) = (X +11x—4x- Inx) +C.
G(Xp) = 0= G(4) = 0= (64+44-16In4)+c =0
= 108-32In2+¢ = 0

=[c = —108 +32In2].
Au total, une primitive G de f qui s’annule en x, = 4 est:

G(x) = x>+ 11x - 4x - Inx + (- 108 + 32In2)|.

(@. Calculons la valeur moyenne de f sur [1;5] :

Soit "m"”, la valeur moyenne de f sur [1;5],

lle que : L "t
m esttelleque: m = 5——1'.[1 (x)dx (1).

1 .3 5
Z-[x + 11x-4x - Inx]1 (2)
1

Z-(168—20In5) (3)

2 Montrons pourquoi J [1; ﬂ:

3
2
_ A)
)= Il(1+t dt.
Vte[12], 1<t<2<2<2t<4(a).
Deplus, Vte [1.2], 1<t<2e2<1+t<3 (b).

NIN

Sur [1,2],2t>0 et 1+t>0, par conséquent : s%sgels—sg (c).

= Soient les fonctions :g(t) = 1, f(t) = ﬁ[ et h(t) = 4/3.
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g, f et h sont continues sur [1, 2], elles admettent donc des primitives sur [1, 2] et
2 2 2

par conséquent : I g(t)dt,I f(t)dt etI h(t)dt existent.
1 1 1

= De plus, les fonctions g, f et h sont positives sur [1, 2].

= Enfin, les bornes d’intégration sont dans I’ordre croissant.

Les conditions étant réunies,

2 27 2t 204
(c)c»jl(l).dtsjl(ﬁt)-dtsjl@-dt
2 22t 4.2
1 Il (m)dtﬁé[t]l
=[1<3<4/3)

3 Calculons | :

< [t]

IN

2
Lo 2
Celarevient a calculer | = J (X" + 1)dx.
-1

Soit f(x) = x2 + 1. f est continue sur [-1, 2], elle admet donc des primitives sur

2
[-1, 2] et par conséquent : | = _[ (x2+ 1)dx existe.
-1

3 -2
Dans ces conditions : | = [Xg + x} =/l = 6].
1

INTERRO. 5

1 On rappelle que si f est une fonction continue et positive sur un intervalle

X
[a, b], alors la fonction F définie sur [a, b] par F(x) = j f(t)dt est’unique pri-
a

mitive de f sur [a, b] quis’annuleen a.

, _ “Int
Soit F(x) = | —dt, Vte[1,+ .
1 2t
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Intérros Lycées

(@. Montrer que la fonction f(t) = |21tt est positive sur [1,+ of.

(b). Déterminer alors I’unique primitive de f sur [1, + o[ quis’annuleen Xg = 1.

2 Une entreprise a pour co(t marginal de production :
2
Cpn(@) = 39" -249+70, qe]0,10].

(@. Définir la notion de colt marginal et donner sa formule en microéconomie.

(). En déduire la fonction de co(t total de I’entreprise si elle ne posséde pas de
codt fixe.

(©. Méme question si la firme a des codits fixes égaux a :

CF = 300 u.c (unités de compte).

(@. Calculer alors le colit moyen du producteur CM(q), ainsi que sa dérivée
qguand il y a absence de codt fixe.

(®). Montrer que le cot moyen et le colt marginal s’intersectent au minimum du
codt moyen.

3 Déterminer la primitive F de f(x) = :% sur ]-oo, O[ avec: F(-1) = 3.

X

CORRECTION

1 (@. Montrons que la fonction f est positive sur [1,+ o[:
; Int
lci: f(t) = —.
(9] T

Sur [1,+ [, Int>0 et 2t>0.

Par conséquent : comme f est le quotient de 2 fonctions positives, le dénominateur ne

s’annulant pas sur [1, + o[, nous pouvons affirmer que : ‘Vt e[l,+of,f(t)20 ‘

(0. Déterminons I'unique primitive recherchée :

Soit f(t) = Izlt f est continue et positive sur [1, + «[. Par conséquent, la fonction

t
F définiesur [1, + oo par F(x) = rf(t)dt est I’'unique primitive de f sur [1, + oo
1

qui s’annuleen x, = 1.
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Intérros Lycées

X Int X1, . , 1
F(x) = [ =dte F(x) = j ZU'(t) x U(t)dt, avec: U(t) = Int et U'(t) = =.
L 2t 12 t

X X
Dans ces conditions : F(x) = %E . U(t)z} < F(x) = %E . (Int)z]
1 1

o F(x) = %[(lnt)zﬁ —|F(x) = ‘11(|nx)2 .

2 (3. @). Définissons la notion de colt marginal en microéconomie :
Nous savons que le colt marginal Cm(q) correspond au supplément de co(t résultant
de la fabrication d’une unité supplémentaire d’output (output = produit).

@. Donnons sa formule :
Soit C(q), la fonction de codt total de I’entreprise, avec > 0, la fonction de colt

marginal est alors donnée par la formule : |[Cm(q) = C'(q)|.

(®). Déterminons la fonction de coiit total de la firme avec CF = 0:

Comme Cm(q) = C’'(q), nous pouvons en déduire que : C(q) = ICm(q) -dq.

Soit f(x) = 3x2 —24x+70. f est continue sur ]0, +oo[, donc sur ]0, 10], elle ad-

met donc des primitives sur ]0, 10] et par conséquent : I f(x)dx existe.

C(a) = [(3q°-24q+70)dg < C(q) = [o° - 12q° + 70q]
—C(q)=q°-12¢° +70q + C,C e .

Or CF = 0 signifie: C(0) = 0=[C = 0].

Au total, la fonction de co(t total de la firme, sans co(t fixe (loyer, etc...) est :

C(g) = q3—12q2+70q.

(©. Méme question avec CF = 300 U.C.:
CF = 300 signifie C(0) = 300 =|C = 300].
Dans ces conditions, en présence de co(ts fixes, la fonction de codt total s’écrit :

C(q) = q°—12q° + 70q + 300|.
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Intérros Lycées

(@. Calculons CM(q) et CM’(q) quand CF = 0:

= CM(q) nous est donné par la formule : |[CM(q) = qu) .

Dol : |CM(q) = q°— 12q + 70|.

CM'(q) = 2q—12‘, CM(q) étant dérivable sur ]0, +oo[ et donc sur ]0, 10],
comme fonction polynéme.

(®. €). Déterminons le minimum du co(t moyen :
Le minimum du codt moyen est tel que : CM’(q) = 0, avec CM"(q) >0.

CM'(q) = 02 et CM"(q) = 2>0.

€. Déterminons la valeur particuliére de q qui correspond a 'intersection
du codt moyen et du colt marginal :

Soit q*,cette valeur, q* est telle que : CM(q) = Cm(q).
CM(q) = Cm(q) < q°— 129+ 70 = 3q° - 24q+70 < 2¢°-12q =0
<0q(q-6) =0 :>q*=0 ou q*=6.

Nous retiendrons | @ = 6| car c’est la seule valeur strictement positive.

*

Au total, nous avons bien |q.;, = 4 = 6|

3 Déterminons la primitive F de f sur ]-o, 0[ avec F(-1) = 3:
Soit f(x) = _—5 f est continue sur ]-oo, O[, elle admet donc des primitives sur
X

2

]—o0, O[ et par consequent : F(x) = I (:g) - dx existe.
X

« Fo = [ (Z)-ax =|Foo = £4C,Ce Rl
X

= Orondésire F(-1) = 3,d’0u:[C = 5].

Au total, la primitive F de f sur ]—oo, O[ avec F(-1) = 3 est: F(x) = )2(+ 5|.
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